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一、數學結構                       

1. 因數                                            

從乘法的觀點，因數問題是討論一個正整數，可以由哪幾個正整數為單位量，經由乘法的方式來合成。例如：12有哪些因數時，1個12是12、2個6是12、3個4是12、4個3是12、6個2是12、12個1是12，所以12、6、4、3、2、1都是12的因數。
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因數：甲數能被乙數整除時，乙數就是甲數的因數。
　　　　若
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，則稱b、c為a的因數

2.倍數                                            

倍數問題是討論一個正整數，可以由這個正整數為單位量，經由乘法的方式來產生哪些正整數。例如：12有哪些倍數時，1個12是12、2個12是24、3個12是36、4個12是48…，所以12、24、36、48都是12的倍數。
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倍數：甲數能被乙數整除時，甲數就是乙數的倍數。

        若
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]c
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，則稱a為b、c的倍數

3.因數與倍數的關係                                

在國小數學中，因數與倍數的討論，以正整數為範圍。以除法原理（若有a、b兩個正整數，則必可找到q、r兩個非負整數，滿足a＝b×q＋r的關係，且b＞r≧0）為基礎，透過判斷a是否能整除b（餘數是否為0）的方式，引入因數與倍數的定義：「設a、b是兩個正整數，若a＝b×q＋r，其中q是正整數且r＝0，則稱b是a的因數，或稱a是b的倍數」由因數概念為基礎，可以討論一個正整數為質數或合數的性質，或進行兩個正整數的公因數（最大公因數）的探討；相對地，倍數概念可以導入兩個正整數的公倍數（最小公倍數）的探討。

由問題的指向來區分，1.因數問題是指定一個正整數，詢問以哪些正整數為單位量，可以乘法性地合成這個指定的正整數，例如：探討6的因數時，一個6是6；二個3是6；三個2是6；六個1是6，因此6.3.2.1皆是可以乘法性地合成6的單位量，稱之為6的因數。所以因數問題是向內探討組成一個正整數的單位量；相對地，倍數問題是指定一個正整數做為單位量，詢問由此單位量可以乘法性地生成哪些正整數，例如：探討6的倍數時，以6為單位量可以產生6.12.18.…，這些以6為單位量所生成的正整數，稱之為6的倍數。所以倍數問題是向外探討以一個正整數為單位量，可以生成哪些正整數。這是兩個相反方向的問題探討。
因數問題是向內探討組成一個正整數的單位量；而倍數問題是向外探討以一個正整數為單位量，可以生成哪些正整數，這是兩個相反方向的問題探討。換句話說，即是在給定總數並尋找可能的單位量數值問題中，討論因數的意義；在乘數未知算式填充題情境下，討論積數是否為被乘數的倍數，介紹倍數的意義。

4.公因數與最大公因數                               

透過兩量可以有哪些共同的單位量組成的討論，初步地討論公因數的概念。探討一個指定正整數有哪些因數為基礎，可以探討兩個正整數有哪些共同因數的問題，這些共同的因數稱為公因數。藉由活動協助學童進行公因數的探討；引入公因數的名詞討論；在列出所有的公因數情況下，討論何者為最大公因數。
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公因數：如果一個整數同時是某幾個整數的因數，則這個整數叫做這幾個整數的公因數。
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最大公因數：幾個整數的正公因數中最大的一個叫做它們的最大公因數。
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最大公因數大致上可以用四種方法求出，分別為：排列法，短除法，質因數分解法以及輾轉相除法
(1)排列法～比較適合初學者使用，國小教材中就是使用此一方法。
例：求12和8的公因數?
    12的因數有:1,2,3,4,6,12
     8 的因數有:1,2,4,8
     其中1,2,4皆是12和8的公因數，而４即為最大公因數．
     （最大公因數的寫法：（12,8）= 4）
(2)短除法～這是最常被使用的方法。
把求出來的左邊各數相乘，就可以得到最大公因數
(3)質因數分解法~先將數各別做質因數之分解，並列為標準式，再從兩標準式中找出同時存在的基數，並要取最小指數的部份，以下題為例，２是共有之基數，而８的部份是３次方，12的部份是2次方，所以在求最大公因數是要取小的
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最大公因數：
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(4)輾轉相除法～適合用來處理數字比較大的數。
例題
以輾轉相除法求出1280，1620的最大公因數？
1.先用1620除以1280 ,得到1餘340
2.再用1280除以340,得到3餘260 
3.如此輾轉相除,最後整除前是除以20,20便是最大公因數當二個數的公因數只１時，我們便稱這二個數互質
例如：７和９，除了１以外，沒有其他的公因數，我們就可以稱他們有互質的關係．（ps: 有沒有想到，當二個數都是質數是，他們一定會互質）
5.公倍數與最小公倍數                               

以探討一個指定正整數有哪些倍數為基礎，可以探討兩個正整數有哪些共同的倍數的問題，這些共同的倍數稱為公倍數。第十冊第四單元的活動協助學童進行公倍數的探討，在列出某個範圍內所有的公倍數的情境下，討論何者為最小公倍數；並且討論下列兩個現象：1.一個正整數是其所有因數的公倍數；2.兩個正整數相乘的積數為這兩個正整數的公倍數。
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公倍數：若一個整數同時為某幾個整數的倍數時，我們就稱這個整數是這幾個整數的公倍數。
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最小公倍數：幾個整數所有正的公倍數中，最小的一個叫做這幾個整數的最小公倍數。
例如:３的倍數有：３，６，９，12，15，18，24．．．
４的倍數有：４，８，12，16，20，24．．．（ps）倍數是沒有最大的
則12與24皆為３和４的公倍數．
在上一題中，12是3和4公倍數中最小的數，我們便稱12為３和４的最小公倍數．P. s：因為倍數是無窮無盡，因此公倍數也沒有所謂的最大公倍數
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最小公倍數的求法：
公倍數的求法大致有三：
一．排列法（此法適合於較小的數以及初學者）：
如上將３和４的公倍數一一列出，然後再從中找出最小的公倍數．
二．短除法：
當只有二個數是，短除法與公因數的做法相同，但最大公因數只需將左側的2×2 ，而最小公倍數，則需把下方最後的商一起乘起來，2×2×2×3=24
寫成〔8,12〕=24
   三、質因數分解法
6.質數與合數                                       
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質數：一個大於 1的正整數，若只有 1 和本身兩個正因數，則這正整數叫做「質數」。例如，20 以內的質數有 2、3、5、7、11、13、17、19。。
為了描述定理和公式的方便，我們都不把1當成質數，1不可視作質數是由於質數作為所有其他整數的拼合元素，具有一個非常重要的特點：任何自然數若不是質數，便一定能夠以獨一無二的質因數（prime factors）的積表達出來。
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要如何找質數呢 ?
大約在兩干多年以前，古希臘數學家埃拉托散尼利用羊皮發明了一種找質數的方法他將一定範圍的數字寫在羊皮上，然後將 2、3、5、1l等的倍數挖掉，就好像一個上面有許多小孔的篩子，因此被稱為「埃拉托散尼篩法」。目前電子計算機找質數的原理就是根據「埃拉托散尼篩法」。
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質數的判別：
一個數是不是質數，只要看它能不能被比它小的質數整除，如果不能被整除，則這個數就稱為「質數」。
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當今最大的質數（prime number）算出多少？
英國科學家宣布發現了迄今（1997年）找到最大質數，它一共有二十五萬八千七百一十六個位數，如果要全部印出來，要印滿八頁報紙。
質數它們並非按有規律序列出現，故要找尋數值極大的新質數時，就要用上超級電腦。而明尼蘇達州的克萊研究公司找到了目前最大的質數是 2859733－1。
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質數的有趣性質
如果可以很容易鄰斷出是否為質數，那麼做因數分解時，就方便多了。做出如下的海報，列出1~100或更多可讓同學觀察出一個有趣現象：
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質數都是6的倍數加或減1的數目（除了2和3之外）
如此一來，先判斷這個數不為6n+1或6n-1的形式，就不是質數了！
	
	[image: image31.png]10
16
2
%
3
Il
W
52
8

)
%
8
8
%

F@B3I0ERVE0REE00®

-

92200004 s090@EI -

12
18
%
3
3%
«@

6
3
72
%
&
%0
9

B
20
%
32
38
“
50
E
62

%
£
8
%
s

15
2
2
3
K
4
51
57
6
6
75
81
8
s
99



　　　　
	
	[image: image32.png]100
105
n2
g
o
13
1%
[t}
"
15

102
108
N
[}
18
[
1
1
150

182

o
1
12
s
1%
o
1
152
15t
18
[
%
1%
18
W%
m

105
n
m
i
1
1%
1
I3
15
150
18
m

18
]
19






[image: image33.png]


合數: 一個大於１的整數，除了１和它本身二個因數之外，還有其它因數的，叫做合數。20 以下的合數便是 4、6、8、9、10、12、14、15、16、18。
7.質因數分解                                       
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質因數：一個質數如果是某一個整數的因數，它是該整數的「質因數」，例如：2是質數，2也是20的因數，所以2是20的質因數。1不是質數，所以１不會是任何整數的質因數。
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質因數分解：將一個整數表示成其質因數連乘積的活動稱之為「質因數分解」，依據算術基本定理：每一個正整數，都可以表示為其質因數的連乘積，且若不計質因數的出現次序，其表示法為唯一。以60為例，60的質因數分解紀錄可以是3×2×2×5，也可以是2×5×2×3或5×2×2×3…，若不計質因數的次序，它們都是表示2個「2」、1個「3」和1個「5」的連乘積。

8.短除法                                           

短除法其實就是質因數分解法的速算法，質因數分解法必須將18和24分解到所有質因數的連乘積，再找出共同質因數，這些共同質因數的乘積就是最大公因數，而短除法只要找出共同的質因數，並不需要將這兩個數完全分解。
例一：求30和105的最大公因數。
解一：30＝2×3×5＝（3×5）×2＝15×2

105＝3×5×7＝（3×5）×7＝15×7
因為（2，7）＝1

所以（30，105）＝15

解二：短除法
	3
	30，105

	5
	
10，35

	
	
2，7




（30，105）＝3×5＝15

觀察下表中質因數分解法和短除法的關係


	3
	30，105

	5
	
10，35

	
	
2，7
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30 ＝ 3 × 5 × 2

105＝ 3 × 5 × 7

短除法進行到什麼情況下，就可以停止了？此時將所有的除數相乘，就可以得到最大公因數。解：剩餘的兩數互質。
例二：求8、12、56的最大公因數。
解一：將這三個數質因數分解
8＝2×2×2

12＝2×2×3

56＝2×2×2×7

將三個數的共同因數2×2寫在前面

8＝（2×2）×2＝4×2

12＝（2×2）×3＝4×3

56＝（2×2）×2×7＝4×14
其中2、3、14，沒有三個數共同的因數，所以（8，12，28）＝4。
解二：短除法
	2
	8，12，56

	2
	4， 6，28

	
	2，
3，14





(8，12，56)＝2×2＝4

觀察下表中質因數分解法和短除法的關係：短除法進行到剩餘的三數互質情況下，就可以停止了！此時將所有的除數相乘，就可以得到最大公因數。


	2
	8，12，56

	2
	4， 6，28

	
	2， 3，14


8
＝
2  ×  2  × 
12
＝ 
2  ×  2  ×  

56
＝
2  ×  2  ×  2  × 7 
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用短除法求最大公因數：

舉例如下： 

	[image: image39.jpg]



	[image: image40.jpg]3|45, 36
5[

it





	所以（ 1 2，18 ）＝ 2×3＝6 
	所以（45，36）＝3×3＝9 


上面的兩個式子是以短除法求最大公因數的解題紀錄，左式要求出 12 和 18 的最大公因數，先以 2 作為 12 和 18 的公共除數（即公因數），得到 6 和 9 ，再重新由 2 開始找尋可以整除 6 和 9 的數，發現 2 不能整除，於是用 3 去除，得到 2 和 3 ，之後除了 1 以外，再也沒有別的數可以整除 2 和 3 ，因此得到最大公因數是 2 × 3 ＝ 6 。
上面右式，求出 45 和 36 的最大公因數，因為 2 不能整除 45 和 36 ，所以用 3 試， 3 可以作為公共除數（即公因數），得到 15 和 12 ，接下來還是要從 3 試，看能否整除 15 和 12 ，發現可以，得到 5 和 4 ，之後除了 1 以外，再也沒有別的數可以整除 2 和 3 ，所以 45 和 36 的最大公因數得到 3 × 3 ＝ 9 。短除法是尋找最大公因數的便捷方法，但是孩子在短除法的計算過程中可能會遺漏公因數，這是要特別留意的地方。 
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用短除法求最小公倍數：

下列左式是求 2 數的最小公倍數的解題紀錄，右式是求 3 數的最小公倍數的解題紀錄，說明如下： 
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	所以〔 4 5，36〕 ＝ 3×3×5×4＝180
	所以〔10，12，16〕＝2×2×5×3×4＝240 


上式求 45 和 36 的最小公倍數，作法和求最大公因數的方法相同，再將公因數和不是公因數的數都相乘，得到 3×3×5×4＝180，180就是 45 和 36 的最小公倍數。 

在右式中，要求出 3 個數的最小公倍數，方法是先要先將 1 0、12、18這 3 個數的公因數求出，發現 2 可以整除 1 0、12、16這3數，得到5、6和8，再從2開始試除，發2現可以整除6和8得到3和4，因為5除不盡，我們將5留下，依序得到5、3、4；最後算出最小公倍數是2×2×5×3×4＝240。 

在求 3 個數的最小公倍數的解題過程中，我們要留意的是：要先以 3 個數的公共因數先除，之後再以其中任意 2 個數的公因數去除，這樣才不會有所遺漏；如果在同一題中，要算出最大公因數和最小公倍數，使用短除法計算，要細心才不會弄混或乘錯。
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二、認知結構                                   

1.因數                                             

先透過學童習慣的方陣排列問題，探討給定總量方陣的可能排法，接著透過包含除及等分除的情境問題，給定總量，要求學童回答可能的等分組方式，經由討論，希望學童掌握總量可以由哪些單位量組成的意義，因為因數是由除法原理引導出來的，在討論中，期望避免學童以部分的觀點，透過合成的方式來看問題，而能由全體的觀點，透過分解的方式來看問題，透過活動，讓學童經驗單位量及單位數是成對出現的，並經驗數概念的乘法性結構，逐漸培養學童測量運思的發展。

為了讓學童在各種情境問題中，都能掌握總量可以由哪些單位量組成的意義，並使用除法算式記錄解題過程，逐步形成因數的概念，在倍的情境中，給定總數，要求學童解決可能的單位量數值問題，透過限制學童使用除法算式，來記錄解決被乘數未知問題的解題過程的方式，希望學童在各種情境中，都能掌握總量可以由哪些單位量組成的意義，並使用除法算式記錄解題過程。

引入「小數」、「分數」與「整數」的名詞後，活動示例2先透過學童熟悉的方陣排列問題「40個小朋友排成的長方形隊伍，一排一排的人數都要一樣多，而且要全部排完，一排可以分到幾個小朋友？」，要求學童討論可以怎麼分，並限制使用有除號的算式把做法記下來，接著脫離量的情境，要求學童看著紀錄，說出40除以多少，可以剛好分完，沒有剩下？並透過「40 除以 2，剛好分完，沒有剩下，並且40和2都是整數，所以2是40的因數」的討論方式，引入因數的意義。教師宜注意，國小階段內，因數的討論是限制在正整數範圍內，所以上述的「剛好分完」，是指整除的意思，若學童出商數為分數的狀況時，教師宜加以澄清。

大部分的學童可能會使用嘗試錯誤的方式，求出某數的所有因數，例如以24為總數，學童透過判斷哪些正整數能被24整除的方式，決定24有哪些因數，如果有學童使用質因數分解的方式解題，透過算式24＝2×2×2×3找出所有的因數，教師宜淡化處理，請學童說明為什麼使用這種方式可以解題成功的理由。

2.倍數                                             

透過整除的方式引入因數的意義，因為因數與倍數間有相互的關係，在數學上都是直接透過因數引入倍數：若a是b的因數，就等同於b是a的倍數。本教材認為若採用此種方式引入倍數，對測量運思尚未發展完全的學童而言，不易掌握倍數的意義，因此，本單元活動示例10，布置乘數未知的乘法算式填充題例如：2×( )＝10，先要求學童解題，再引入倍數的意義：10是2的5倍，而且2、5、10都是整數，所以說10是2的倍數。

在國小階段，討論倍數時，並不包含0，因為在日常生活中，不易找到例子讓學童接受任何正整數都可以當做單位量來組成0，也就是說學童不易接受0是任意正整數的倍數。另外，教師宜注意，當討論甲是乙的倍數時，指的是甲、乙兩個正整數滿足甲數除以乙數的商數也是整數的關係，與日常生活中談論的甲量是乙量的幾倍有些不同，日常生活中的幾倍指的是數量上的多少倍，甲量或乙量並不一定是整數，兩者間也不一定要滿足整數倍的關係，例如我們常說1公斤的甲物是2公斤乙物的0.5倍，但是1不是2的倍數，我們也常說2是0.5的4倍，但是2也不是0.5的倍數，因為0.5不是整數。

為了幫助學童能察覺到因、倍數間的關係，並經驗數概念的乘法性結構，逐漸培養學童測量運思的發展，學童先求出一個正整數所有的因數，再要求判斷該正整數是否為其因數的整數倍，透過此種活動方式，幫助學童察覺一個正整數為其所有因數的倍數。

當學童有能力與方法判斷某數是否為另一數的倍數時，以某一正整數為起點，使用乘以整數倍的方式，求出該正整數在某一數量範圍內的所有倍數，不是太困難的事，這正是活動示例12中的問題情境，例如：找出8在100以內的所有倍數，並記錄解題活動。

3.公因數與最大公因數                               

使用除法的觀點，由總量為起點，探討可能組成的單位量，來處理因數的啟蒙問題；接著透過探討兩個量是否有共同組成的單位量的方式，引入公因數的啟蒙問題；甲、乙兩個量（例如12與18），以1、2、3、4、6、12為單位量都可以組成12，而以1、2、3、6、9、18為單位量可以組成18，其中1、2、3、6既是組成12的單位量，又是組成18的單位量，教材透過12與18都可以由1、2、3、6這些單位量組成的方式，引入公因數的初步概念。

先透過學童習慣的方陣排列問題，要求學童分別找出12個女生及18個男生所有可能的方陣排列方式，在要求將兩個呈方陣排列的隊伍接起來，能夠排成一個大方陣的限制下，討論男生與女生每排的人數要一樣（相同的單位量），才能將隊伍接起來。接著活動示例14透過包含除及等分除情境問題，先要求學童分別找出兩相異量各自的可能等分組方式，再透過比較各自的等分組方式，解決等組的可能數值問題，為了讓學童在各種情境問題中，都能解決等組的可能數值問題，在倍的情境下，給定兩總量，透過比較各自可能的單位量數值，找出相同單位量的可能數值，希望學童在各種情境問題中，都能解決兩總量可以有哪些相同單位量的問題，為形成公因數的概念舖路。

因為學童已有許多在不同情境下解決兩總量可以有哪些相同單位量問題的經驗，也有在數的情境下討論因數問題的經驗，在數的情境下，要求學童分別列出兩數（以40與20為例）的因數，再透過討論其中某因數（以4為例）是否為兩數共同因數的方式，引入公因數的意義（4是40的因數，也是20的因數，所以4是40和20的公因數）；預測學童面對「兩數的公因數有哪些？」的問題時，大多會採用下列兩種方式解題，第一種是先分別求出兩數的所有因數，再由其中找出共同的因數；第二種是先找出某一數的所有因數，再判斷這些因數是否為另一數的因數。先將兩數寫成質因數連乘積後，再找出公因數，是成人解此類問題的一種方法，如果學童使用這種方式解題，教師宜淡化處理，請其說明可以成功解題的理由，但不必要求其它的學童能理解。

在數的情境中，要求學童先求出所有的公因數，再透過比較活動，找出其中最大的公因數，引入最大公因數的意義。在首次引入最大公因數意義時，宜透過先找出公因數，再由公因數中找出最大的公因數的方式進行，因為最大公因數是經過公因數間大小比較活動後產生的，不透過公因數間的比較活動，學童較無法掌握最大公因數的意義。預測大部分學童都能先求出公因數，並在公因數中找出最大公因數，這是學童可以掌握的解題策略。

部分學童也可能使用現行課程中的短除法來求最大公因數，以求18與24的最大公因數為例，短除法是利用算術基本定理，將18與24先分解為質因數的連乘積（18=2×3×3 ,24=2×2×2×3），再透過找出共同質因數乘積的方式，找出最大公因數是2×3，現階段學童無法了解算術基本定理，因此無法理解使用質因數分解引入的短除法解題方式，雖然學童可以模仿成人的步驟，透過短除法的格式，來求出最大公因數，但是當學童找出2是18與24的因數，再找出3是9與12的公因數時，無法理解為什麼2×3會是18與24的最大公因數。基於上述理解上的困難，本教材暫時不引入使用短除法求最大公因數的解題策略。

4.公倍數與最小公倍數                               

學童已能求出某數在某一數量範圍內的所有倍數，配合求取兩數公因數的經驗，要求學童分別求出兩數（以 3、4 為例）在某一數量範圍內（比50小）的倍數，透過兩數各自的倍數的比較活動，引入公倍數的意義：12是3的倍數，12也是4的倍數，所以，12是3和4的公倍數。

為了幫助學童能察覺到因、倍數間的關係及單位量及單位數是成對出現的，並經驗數概念的乘法性結構，逐漸培養學童測量運思的發展，透過判斷一個整數是否為其因數的整數倍的方式，讓學童察覺此整數為其所有因數的倍數。延伸上述經驗，學童察覺一數是其所有因數的公倍數，活動中要求學童先求出某數（例如：20）所有的因數，再透過判斷該數（20）是否為其所有因數（例如：1，2，4，5，10，20）的倍數的方式，幫助學童察覺一數是其所有因數的公倍數。活動示例也透過要求學童先解決兩數相乘問題（以7和4的積是多少為例），幫助學童察覺兩數相乘的積數（28）為兩數（7與4）的公倍數，希望學童能不經過計算的過程，就直接能判斷兩數相乘的積數為兩數的公倍數。

在數的情境中，要求學童先求出某數量範圍內所有可能的公倍數，再透過比較活動，找出其中最小的公倍數，引入最小公倍數的意義，預測學童可能使用下列兩種方式解決求最小公倍數問題，第一種是先分別求出兩數在某數量範圍內所有的倍數，決定哪些是公倍數，再由其中找出最小公倍數；第二種是依序找出某一數的倍數（2倍、3倍、4倍… ），再判斷這數是否為另一數的倍數。如果學童使用現行課程中的短除法來求最小公倍數，教師宜淡化處理，現行課程中使用短除法的格式來求最大公因數與最小公倍數，但是其步驟並不盡相同（考慮用短除法求三個數的最大公因數與最小公倍數），學童如果不了解算術基本定理，無法溝通如何使用短除法求最小公倍數的意義。

在量的情境下，利用找出兩正整數的公倍數（最小公倍數）的方法，解決如韓信點兵的問題。其問題類型如：「甲班的學生不超過40人，平分成3組可以剛好分完，沒有剩下；平分成4組也可以剛好分完，沒有剩下。甲班可能有多少學生？」。由於學童在活動中，已有尋找兩整數的公倍數（最小公倍數）的經驗，雖然上述問題中的組數是單位數的概念，測量運思的學童可以掌握乘法交換律，彈性地互換單位量與單位數的角色，而直接尋找3與4的公倍數來解決問題，即使尚未發展測量運思的學童，亦可在理解題意後，用嘗試錯誤的方式進行解題，例如：一組有1個人，3組有3個人；一組有2個人，3組有6個人；…；一組有1個人，4組有4個人；一組有2個人，4組有8個人；…。

學童以本活動的經驗為基礎，有助於以後成比例線段圖的要求，例如：作線段圖表現“「7條等長的棕色緞帶接起來」和「2條等長的紅色緞帶接起來」一樣長”，教材屆時將要求學童作圖時，必須滿足「代表1條棕色緞帶和代表 1條紅色緞帶的線段長都是1公分的整數倍」，以方便在線段圖上做進一步的操作，但學童為了符合此要求就必須使用7和2的公倍數來決定「7條等長的棕色緞帶接起來」的公分數（或「2條等長的紅色緞帶接起來」的公分數），例如選取14公分（或28、或42公分等等），再由總長決定1條棕色緞帶是2公分，1條紅色緞帶是7公分，最後才較易作出成比例的線段圖。再進一步，當學童在面對問題：透過等比例圖示分數量的關係，解決「尋找兩異分母分數的共測單位分數」的問題時，也需使用同樣的方式。

5.質數與合數                                       

國民小學數學科課程標準教材綱要數與計算部份，並沒有要求引入質數與合數的名詞及其意義，因為如果不要求學童將正整數表示成質因數的連乘積，也不要求使用短除法的方式求最大公因數或最小公倍數，在國小階段不引入質數與合數的名詞，對學童而言，並不會有溝通上的困難。
6.質因數分解                                       

國民小學數學科課程標準教材綱要數與計算部份，並沒有要求引入因數分解與質因數分解的活動，因為如果教師不要求學童進行下列解題活動：(1)先將一個合數表示成其質因數的連乘積，再使用組合的方式找出所有的因數（例如：透過12質因數的連乘積「12＝2×2×3」，找出12的因數是1、2、3、2×2、2×3、2×2×3）；(2)先分別將幾個合數表示成質因數的連乘積，再使用組合的方式找出最大公因數或最小公倍數（例如：分別透過18與60質因數的連乘積「18＝2×3×3、60＝2×2×3×5」，找出18與60的最大公因數是2×3，最小公倍數是2×2×3×3×5）；(3)使用短除法的方式求最大公因數或最小公倍數。在國小階段不引入質因數分解，並不會有解題上的困難，因為如果理解題目的要求，學童可以透過嘗試錯誤的方式，來解決求一個合數所有因數的問題；透過先求出所有的公因數或某一數量範圍內所有的公倍數，再使用比較大小的方式，來解決求幾個合數的最大公因數或最小公倍數的問題。

7.短除法                                           

現行課程編輯小組在數學實驗教材中，並沒有介紹短除法，經過一年的實驗後，才決定把短除法放進課本，原先不介紹短除法的原因有二：（1）短除法的原理牽涉到算術基本定理，國小的學童不易理解；（2）學童在求取兩數的最小公倍數時，碰到的數目不至於太大，若學童使用先分別列出兩數的一些倍數，再由這些倍數中，找出最小公總人口數的方式解題，其解題過程也不會太繁雜。但是經過一年實驗後，編輯小組經過熱烈的討論，最後還是決定再把短除法放進課本，主要的原因是根據調查的結果，雖然課本不介紹短除法，但是大多數的教師都自行把它列為教材教學，教師們認為，如果只讓學童知道如何使用短除法，而不要求學童瞭解這種方法的原理，在教學上並沒有困難。編輯小組衡量各方的意見，認為在這個從強調計算到注意理解的過渡時期，對於短除法有必要加以介紹，但特別提醒教師：不可只教短除法而忽略最小公倍數的基本概念。
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三、教學策略                                   
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因數分解                                         

活動內容：

一、引起動機
　　1、 小朋友有沒有看過機器人玩具？有沒有玩過？
　　2、 有些機器人是可以拆開組合的，知道嗎？有沒有玩過？ 

二、發展活動 
　　1、 每一個數我們都可以把它視為一個機器人。
　　2、 有的機器人製作比較簡單，不能分解，我們把它稱為「質數」。
　　3、 每一個「質數」機器人，僅有兩個因數，一個是1，一個是它本身。 
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　　4、 有的機器人製作較精細，可以拆解，我們把它稱為「合數」。
　　5、 例如：可以將頭與身體分開成兩部份的機器人。 
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　　6、有一些「合數」機器人，可以拆解的更細。 例如：
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◎由以上我們可得知：
　a. 我們所介紹的數字機器人，最少有兩個因數(不包含1)----「1」
　　 (一個)、「它本身」(機器人)。
　b. 特殊情形：1=151O「1」只有一個因數1。
　c. 不能拆解的機器人相當於「質數」。 可以拆解的機器人相當
　　於「合數」。
　d. 拆解的每一部份，視為一個因數： 拆成兩部分則有2+2=(1，
　　本身)個因數 拆成三部分則有3+2 個因數 

　　拆成四部分則有4+2 個因數
　　　　　　 ：
　　　　　　 ：
　　　　　　 ：
　　　　　 以下類推

　　結語：按心理學家皮亞傑的研究，五年級學生處於「具體運思期」和「形式運思期」的過渡階段。正在發展抽象思考能力。 將抽象的符號、概念以具體的方式呈現，對學生的學習思考有很大幫助。
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質數與合數                                       

活動背景說明：先要求學生求出正整數的所有因數，再討論該正整數有哪些因數的情境下，區分質數和合數的類別。

連結：N-3-20能察覺整數的最大公因數、最小公倍數、質數和合數，並能將一個數做質因數分解。

1. 分別請同學上台列出1～13的因數各是多少。

2. 小組討論並分類出只有一個因數的各是哪些數？只有二個因數的各是哪些數？有三個因數以上的各是哪些數？

活動背景說明：學生能說出一個因數的只有１；有二個因數的有2、3、5、7、11、13；有三個因數的有4、6、8、9、10、12。
3. 全班討論：

a.一個數如果只有一個因數，其因數是什麼？

b.一個數如果有只有二個因數，其因數會是什麼？

c.一個數如果有三個以上的因數，其因數會是什麼？

d.由以上你發現了什麼？

連結：6-3-2-3面對問題時，能做多方思考，提出解決方法。

4. 教師引入【質數】與【合數】的名詞，並且讓學生區分質數與合數的類別：一個正整數如果只有１和自己兩個因數，則稱之為質數；一個正整數如果除了１和自己兩個因數外，還有其他的因數，則稱之為合數。

5. 教師介紹１這個特別的數，既不是質數也不是合數，讓學生想想可能的理由為何？

連結：C-C-3能用一般語言與數學語言說明情境與問題。

6. 準備１到２４的數字卡，並將全班分成二組進行比賽。

7. 比賽開始，每組輪流取一張數字卡，直到數字卡取完，並將各組的牌分別排在黑板的左右兩邊。

8. 比賽下列幾道題目：各組派一人上台將指定的數字卡挑出來，兩組比賽多者獲勝。

a. 質數數字卡。

b. 有２的因數的數字卡。

c. １張數字卡中因數最多者。

d. 是奇數而且又是合數的數字卡。

e. 只有３個因數的數字卡。

活動背景說明：學生能熟悉因數、質數、奇數及合數的數學符號。

9. 將數字卡加到３０或５０，重複進行6到7的步驟。
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遊戲中認識質數                                   

作者：陳震昌　　　　　　台南市安順國中

一、教學目標：經由遊戲的過程中，加深對質數的認識。

二、教學資源：骰子。

三、教學內容
１.二人一組，仿照籃球遊戲「滿江紅」的玩法。規定每人基本分數為一分。
２.輪流投擲骰子，若骰子點數為一點則加一分，為二點則加二分，依此類推。
３.當累計分數為質數時，則「爆炸」，分數再從一分算起

例：點數為３　點數為２　點數為５
 
   　　（∵ 11 為質數，此時總分再從 1 分算起）

４.總分先達一百分者為勝利者。
學生在輕鬆無壓力的情境下，能迅速判別質數，訓練心算能力，強化反應能力，更重要的能對數學產※∵生好感，引發學習動機。
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認識質數                                         

作者：陳二利　　　　　　　苗栗縣立通霄國中

一、活動目標：透過遊戲方式使學生加深對質數的認識。
三、教學資源：（１）亂數表。（２）棋盤。
 （３）鉛筆。（４）橡皮擦。（５）不同顏色的棋子若干個。

四、活動構想：希望透過遊戲方式，使學生對質數的判別更得心應手
〔遊戲一〕

1. 全班圍成一個大圓圈。
２.輪流報數，如遇質數不報數，改為拍手。
如： 1，(拍手)，(拍手)，4，(拍手)，6，(拍手)，8，9，10，(拍手)，12 ... ...
３.為避免數字太大，不易判別是否為質數，由１數到 100 即從頭數起。
４.速度宜越來越快。
５.凡錯誤老淘汰，直至產生冠軍。

〔遊戲二〕
１.分組比賽，（ 2人或 3人為佳），先決定先後順序及棋子顏色。
２.利用亂數表在棋盤的方格內填上１到９９的數字，不得重覆。
３. 比賽開始，棋子由起點前進一格，前進方向為－＞或如遇質數在前可跳進更前一格。
４.先將棋子移進終點者為勝。
５.可將圈內數字擦掉，再填上新數字，重覆比賽。
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四、綱要結構                                   

	年級
	階段能力指標
	分年細目
	說明

	五年級
	N-2-04 
能理解因數、倍數、公因數與公倍數。
	5-n-03
能理解因數、倍數、公因數與公倍數。
	●以1-n-07（幾個一數），2-n-08（九九乘法），3-n-04(除法)為前置經驗，理解因數、倍數的概念。
●用列表的方式，尋找兩數的公因數與公倍數。學童應知道兩整數的乘積一定是此兩數的公倍數。


	六年級
	N-3-01 
能認識質數、合數，並做質因數分解。
	6-n-01
能認識質數、合數，並作質因數的分解（質數＜20，質因數＜10，被分解數＜100）。
	●在5-n-03，製作整數的因數表時，可以發現有一些整數不能再被分解，這些數稱為質數，他們的因數只有1與自己而已。大於1且不是質數的整數（或有3個以上因數的整數）稱為合數。
●在對一數做因數分解的練習裡，發現遇到質數就必須停下來。同時在紀錄分解的樣式及整理中（此時的質因數乘積不寫成指數形式），發現不管怎麼分解，形式都一樣。
● 例：60＝6×10＝（2×3）×（2×5）＝2×2×3×5，或60＝15×4＝（3×5）×（2 ×2）＝2×2×3×5＝22×3×5等。 （★）
● 牽涉因數分解的細目（參見6-n-02），都應遵循如下原則：質因數＜10，被分解數＜100。
● 讓學童熟悉20以內的質數之倍數（小於200）。並可從活動中，讓學童掌握2、3、5的倍數規則。



	
	N-3-02 
能理解最大公因數、最小公倍數與兩數互質的意義，並用來將分數約成最簡分數。
	6-n-02
能認識兩數的最大公因數、最小公倍數與兩數互質的意義，理解最大公因數、最小公倍數的計算方式，並能將分數約成最簡分數。
	●最大公因數、最小公倍數的初步教學，以列舉觀察為主，待學童熟悉其意義後，再介紹短除法，計算兩數的最大公因數與最小公倍數，數目大小原則參見6-n-01。
● 兩數的最大公因數是1稱為互質。注意區辨互質與質數的不同。例如14與15雖然都是合數，但兩者互質。

	七年級
	N-3-01 
能認識質數、合數，並做質因數分解。
	7-n-09
能理解質數的意義，並認識100以內的質數。
	●能理解質數的定義，並能檢驗100以內的任何數是否為質數。

	
	N-3-02 
能理解最大公因數、最小公倍數與兩數互質的意義，並用來將分數約成最簡分數。
	7-n-10
能理解因數、質因數、倍數、最大公因數和最小公倍數，並熟練質因數分解的計算方法。
	● 能由尋找正整數的正因數和正倍數的過程理解短除法、和質因數分解的計算方法。
● 教學以熟練質因數分解的計算方法為主，正整數位數不宜過高。

● 例： 48的標準分解式：

2

48

2

24

2

12

2

6

 

3

所以48 = 2×2×2×2×3（或2．2．2．2．3），其中2、3稱為48的質因數，而1、2、3、4、6、8、12、16、24、48皆為48的因數，且48則為1、2、3、4、6、8、12、16、24、48的倍數。

●例： 求36，48的的最大公因數。
仿上，36的因數有1、2、3、4、6、9、12、18、36，則兩數最大公因數為12，亦可簡化兩者的因數分解為：

2

36

48

2

18

24

3

9

12

 

3

4

則兩數的最大公因數（36，48）= 2×2×3 = 12，而兩數的最小公倍數 [36，48] = 2×2×3×3×4 = 144。

●做正整數的質因數分解時，其質因數以不大於47為宜。
● 能解相關應用問題。
例：一數既是2的倍數，也是3的倍數，那麼一定也是哪個數的倍數？為什麼？



	
	N-3-02 
能理解最大公因數、最小公倍數與兩數互質的意義，並用來將分數約成最簡分數。
	7-n-11
能以最大公因數、最小公倍數熟練運用至約分、擴分、最簡分數的計算。
	●銜接N-3-04，加入負數的四則運算，並能化至最簡分數。
●例：-4/42=-2/21，7/38-3/19=7/38-6/38=1/38 。
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